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TALLES QUE USTEDES DEBIERON HABER LLENADO.

1. [0.5 puntos] Decir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles son falsas.
Justifique completamente su respuesta.

(a)

(b)

() € P(A) para cualquier conjunto A.
Respuesta: Verdadero. Puesto que para todo conjunto A se tiene que () C A, por
definicién de conjunto potencia tenemos que ) € P(A).

Existen conjuntos A y B tales que A€ By AC B.
Respuesta: Verdadero. Tome A := {1} y B := {1,{1}}. A := {1} es elemento de
ByACByaquesiz € Aentncesz=1yx=1¢€ B.

PH0}) —{{0}} < {0}

Respuesta: Verdadero. Sea X € P({0}) — {{0}}, luego por definicién de diferencia
entre conjuntos y como P({0}) = {0, {0}} (;por qué?), entonces X =0 o X = {0}
pero X ¢ {{0}} (es decir, X # {0}), por lo tanto como X =0 o X = {0} y X # {0},
entonces X = {); el tnico elemento de {0} es @), por lo tanto X € {#}. Como todo
elemento de P({0}) — {{0}} es elemento de {0}, por definicién de contenencia entre
conjuntos tenemos que P({0}) — {{0}} C {0}.

{0} = {}.

Respuesta: Falso. {(}} tiene un elemento -0- y @ ¢ {} ({} es el conjunto vacio, luego
no tiene elementos, luego por definicién de contenencia entre conjuntos {0} Z {}.
Por lo tanto, por definicién de igualdad entre conjuntos {0} # {}.

2. [1.5 puntos] En los siguientes enunciados, determine claramente las hipdtesis y la con-
clusién. Demuestre o refute segun el caso. En caso que la afirmacién sea verdadera,
indique claramente qué estrategia de demostracion va a emplear.

(a)

Si n € Z entonces n? +n es par.

Respuesta: Hipdtesis: n € Z.

Conclusién: n? + n es par.

Estrategia a usar: Como cualquier entero es par o impar, debemos hacer una de-
mostracién por casos.

Demostracién. Sea n € Z. Como todo entero es par o impar, debemos considerar
dos casos:

CASO 1: sin € Z es par, por definicién de nimero par existe k € Z tal que n = 2k.



Por lo tanto,

n*+n = (2k)*+ (2k) (reemplazando)
= (2k)(2k) 4 2k (definicién de potencia de un entero)
= (2F)(
(

2k)[2k + 1] (distributividad de - con respecto a + en Z)

) k)
) 2
2k)(2k) + (2k) - 1 (1 es neutro de - en Z)
) ]
= 2[k(2k + 1)] (asociatividad de - en Z)

Como 2,k,1 € Z, por la cerradura de + y - en Z, k(2k + 1) € Z. Por lo tanto, por
definicién de nimero par se tiene que n? + n es par.

CASO 2: si n € Z es impar, por definicién de potencia de enteros tenemos que
n? = n-n. Como producto de impares es impar (visto en clase), entonces n? es
impar. Como n? y n son impares, y como suma de impares es par (visto en clase),

entonces n’ + n es par.

En cualquier caso (sea n par o sea impar) hemos demostrado que n? + n es par,
luego esta afirmacion se tiene para cualquier n € Z.

Sean m,n € Z. Si 3 fm -n entonces 3 fmy 3 fn.

Respuesta: Hipétesis: m,n € Zy 3 fm - n.

Conclusién: 3 fmy 3 fn.

Estrategia a usar: contrarreciproca (combinado con una demostracién por casos).
Demostracién. Sean m,n € Z tales que no se tenga que 3 f m y 3 [ n, luego se
tiene que 3| m o 3 | n ((por qué?). Aqui tenemos que hacer una demostracién por
casos.

CASO 1: si 3 | m, por definicién de divisibilidad existe k € Z tal que m = 3k,
luego

m-n = (3k)-n (reemplazando)
= 3(kn) (asociatividad de - en Z)

Como k,n € Z, por cerradura de - en Z tenemos que k -n € Z, y por lo tanto por
definicién de divisibilidad en Z tenemos que 3 | mn.

CASO 2: si 3 | n, por definicién de divisibilidad existe k € Z tal que n = 3k,
luego

m-n = m-(3k) (reemplazando)
(3k) - m (conmutatividad de - en Z)
3(km) (asociatividad de - en Z)

Como k,m € Z, por cerradura de - en Z tenemos que k- m € Z, y por lo tanto por
definicién de divisibilidad en Z tenemos que 3 | mn.

Por lo tanto, hemos demostrado que si 3 | m o 3 | n, entonces 3 | mn.
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(c) Si A, B C U son conjuntos (con U conjunto de referencia), entonces AN (B —A) = .
Respuesta: Hipdtesis: A y B son conjuntos.
Conclusién: AN (B — A) = 0.
Estrategia a usar: reduccién al absurdo.
Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo que AN (B — A) # (), luego
existirfa z € AN (B — A). Por definicién de interseccién entre conjuntos, z € A
y * € B — A. Por definicién de diferencia entre conjuntos, x € By z ¢ A. En
particular tenemos que x ¢ A ,lo cual es una contradiccién, puesto que habiamos
visto que z € A. Por lo tanto AN (B — A) = 0.

(d) Sean A # (), B, C conjuntos. Ax B C A x C, siy sélosi, BC C.
Respuesta: Esta afirmacion corresponde a un bicondicional, luego tenemos que
analizar dos condicionales.
(<): Hip6tesis: A # (), B, C son conjuntos tales que B C C.
Conclusiéon: A x BC Ax C.
Estrategia a usar: demostracién directa.
Demostracién. Sea z € A x B, luego por definicién de producto cartesiano existen
a € Aybe B tales © = (a,b). Por hipétesis B C C, y como b € B entonces por
definicién de contenencia entre conjuntos tenemos que b € C'. Como z = (a, b) donde
a € Aybe C, por definicién de producto cartesiano tenemos que x = (a,b) € AxC.
Como todo elemento de A x B es elemento de A x C', por definiciéon de contenencia
entre conjuntos tenemos que A x B C A x C.

(=) Hip6tesis: A # (0, B, C son conjuntos tales que A x B C A x C.

Conclusién: B C C.

Estrategia a usar: demostracién directa.

Definicién. Sea b € B, como por hipdtesis A # () existe a € A. Como a € A
y b € B, por definicién de producto cartesiano tenemos que (a,b) € A x B. Por
hipétesis tenemos que A x B C A x C, y puesto que (a,b) € A x B por definicién
de contenencia entre conjuntos tenemos que (a,b) € A x C. Como (a,b) € A x B,
por definicién de producto cartesiano tenemos que a € Ay b € C, en particular
tenemos que b € C. Asi, todo elemento de B es elemento de C, luego por definicion
de contenencia entre conjuntos tenemos que B C C.

3. [1.5 puntos| Demuestre o refute con un contrajemplo , justificando completamente su
respuesta:

(a) Dados A, B,C conjuntos, (AUB) x C =(Ax C)U (B x (O).

Respuesta: Verdadero. Sea x € (AU B) x C, luego por definicién de producto
cartesiano de conjuntos existen a € AU B y b € C tales que x = (a,b). Como
a € AU B, por definicién de unién entre conjontos tenemos que a € A 0 a € B.
Sia € A, como b € C entonces por definicién de producto cartesiano tenemos que
x=(a,b)e AxC. Como AxC C(AxC)U(BxC) (;por qué?), por definicién
de contenencia entre conjuntos tenemos que x = (a,b) € (A x C)U (B x C).

Sia € B, como b € C entonces por definicién de producto cartesiano tenemos que
x=(a,b) € BxC. Como BxC C(AxC)U(BxC) (;por qué?), por definicién
de contenencia entre conjuntos tenemos que = = (a,b) € (A x C)U (B x C).



En cualquier caso, z € (A x C)U (B x C). Como todo elemento de (AU B) x C
es elemento de (A x C) U (B x C), por definicién de contenencia entre conjuntos
tenemos que (AUB) x C C (Ax C)U (B x C).
Sea x € (AUB) x C C (A x C)U (B x C), luego por definicién de unién entre
conjuntos tenemos que z € A x Cox € Bx (C. Siz € Ax C, por definiciéon de
producto cartesiano tenemos que existen a € A y b € C tales que = (a,b). Como
a€ Ay AC AUB (;por qué?), entonces a € A x B; como ademés b € C' entonces
x = (a,b) € (AUB) x C.
Si x € B x C, por definicién de producto cartesiano tenemos que existen a € B
y b € C tales que x = (a,b). Como a € By B C AU B (;por qué?), entonces
a € A x B; como ademds b € C entonces = = (a,b) € (AU B) x C.
En cualquier caso, x € (AU B) x C. Por lo tanto, como todo elemento de (A x C') U
(B x C) es elemento de (AU B) x C, por definicién de contenencia entre conjuntos
tenemos que (A x C)U(Bx(C)C (AUB) x C.
Como (AUB)xC C(AxC)UBxC)y (AxC)U(BxC)C(AUB) xC, por
definicién de igualdad entre conjuntos tenemos que (AUB) x C = (Ax C)U(B x C).
(b) Dados A, B conjuntos, P(AU B) = P(A) UP(B).
Respuesta: Falso. Contraejemplo: Tome A := {1} y B := {2}. Notese que AU
B = {1,2}, luego P(AU B) = {0,{1},{2},{1,2}}. Ademés tenemos que P(A) =
{0,{1}} y P(B) = {0,{2}}, por lo tanto P(A) UP(B) = {0, {1},{2}}. Nétese que
P(AUB) = {0, {1}, {2}, {1.2}} £ P(A)UP(B) = {0, {1}, 2}} (zpor qué?), luego
por la definicién de igualdad entre conjuntos tenemos que P(AUB) # P(A)UP(B).
(c) Definiendo A, := (=2, 7 + n%,) para cada n € N — {0}, (,,en_goy An = (0, 7].
Respuesta: Falso. Contraejemplo: Noétese que 0 € (—%,77 + n%) para todo n €
N — {0} (;por qué?) (USE definicién de intervalo para justificarlo), luego 0 €
ﬂnGN_{O} A, (;por qué?); pero 0 ¢ (0, 7] (;por qué?), por lo tanto por definicién
de contenencia entre conjuntos tenemos que mneN— {0} A, 52 (0,7] y por lo tanto,
por definicién de igualdad entre conjuntos, tenemos que [, cx_ (0} Ay, # (0, 7).

(d) Definiendo A, := [v2+ 3,7 — 2) para cada n € N — {0}, Unen—go} An = [V2,7).
Respuesta: Falso. Contraejemplo: Nétese que v2 ¢ [v/2 + #, 7— %) para ningun
n € N — {0} (¢por qué?) (USE definicién de intervalo para justificarlo), luego
V2 ¢ Unen—{oy 4n (ipor qué?); pero V2 € [V2,7) (;por qué?). Por lo tanto, por
definicién de contenencia entre conjuntos [v/2,7) ¢ Unen— (0} A,, v por definicién de
igualdad entre conjuntos tenemos que UnGNf{O} A #[V2,7).

4. [1.5 puntos| Considere la siguiente relacién definida en el conjunto A := {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Para todo m,n € N, mRn siy sélo si n =2m — 1.

(a) Encuentre, si es posible, tres parejas en A x A que pertenezcan a la relacién y tres
parejas en A X A que no pertenezcan a la relacion, justificando su respuesta.
Respuesta: (1,1) € R yaque 1 = 2(1) -1, (2,3) € Ryaque 3 =2(2) -1y
(3,5) e Ryaque 5=2(3) — 1. (0,2) ¢ Ryaque2# —1=2(0)—1, (0,3) ¢ R ya
que3#—-1=2(0)—-1y (1,4) ¢ Ryaqued #1=2(1) — 1.



(b)

(c)

Determine el dominio y el rango de R, justificando su respuesta.
Respuesta: Nétese que R = {(1,1),(2,3),(3,5),(4,7),(5,9)} (;por qué?), luego
dom(R) ={1,2,3,4,5} (;por qué?) y rango(R) = {1,3,5,7,9} (;por qué?).

Dé una descripcion de la relacién R o R, justificando su respuesta.

Respuesta: Como (1,1),(1,1) € R, entonces (1,1) € RoR. Como (2,3), (3,5) € R,
entonces (2,5) € RoR. Como (3,5),(5,9) € R, entonces (3,9) € R oR. Ninguna
otra pareja pertenece a R ya que a pesar que (4,7),(5,9) € R, 7 ¢ dom(R) y
9 ¢ dom(R). Por lo tanto Ro R = {(1,1),(2,5),(3,9)}.



